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1 
Аннотация. Актуальность и цели. Исследуется взаимодействие ближнего поля  
с рассеивателем, расположенным в пространстве R2. Подобное направление является 
приоритетным в задачах медицинской диагностики и дефектоскопии. Процесс рас-
пространения волны внутри различных объектов описывается с помощью уравнения 
Гельмгольца. Поле индуцируется точечным источником, расположенным за преде-
лами тела. Материалы и методы. Поставленная задача сводится к интегральному 
уравнению Липпмана – Швингера. С помощью двухшагового алгоритма происходит 
поиск неоднородности. Применен нейросетевой подход для фильтрации значений, 
полученных после двухшагового алгоритма. Данная проблема возникает в электро-
динамике, дефектоскопии, а также в медицинской диагностике. При численном ре-
шении задачи порядок получаемой при расчете матрицы около 25 000 элементов. 
Представлены графические иллюстрации восстановления функции неоднородностей 
внутри объекта. Проведен эксперимент, демонстрирующий особенности восстанов-
ления параметров объекта при использовании нейронных сетей. Результаты показы-
вают эффективность фильтрации автоэнкодером расчетных данных. Результаты и 
выводы. Предложен и реализован программный комплекс для определения парамет-
ров неоднородностей внутри объекта.  
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Abstract. Background. The article proposes a method for reconstruction inhomogeneity pa-
rameters based on the results of near-field measurements in medical diagnostic problems. 
The process of wave propagation inside various objects is described using the Helmholtz 
equation. The field is induced by a point source located outside the body. Materials and 
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methods. The problem posed is reduced to the Lippmann-Schwinger integral equation.  
A two-step algorithm is used to search for inhomogeneity. A neural network approach was 
used to filter the values obtained after a two-step algorithm. This problem arises in acous-
tics, electrodynamics, flaw detection, as well as in medical diagnostics. When solving the 
problem numerically, the order of the matrix obtained in the calculation is about 25,000 el-
ements. Graphic illustrations of the restoration of the function of inhomogeneities within an 
object are presented. An experiment was conducted demonstrating the features of restoring 
object parameters using neural networks. The results show the effectiveness of the autoen-
coder filtering the calculated data. Results and conclusions. A software package for deter-
mining the parameters of inhomogeneities inside an object has been proposed and imple-
mented. 
Keywords: numerical methods, integral equation, Helmholtz equation, neural network 
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Рассмотрим задачу определения структуры объектов. Подобные про-

блемы нередко возникают при решении различных технических задач кон-
троля объекта. Особый интерес представляют такие задачи, как диагностика 
и методы неразрушающего контроля, которые находят широкое применение 
в медицинской практике и дефектоскопии. Современные технологии, такие 
как ультразвуковые, рентгеновские и магнитно-резонансные исследования, 
дают возможность не только визуализировать внутреннюю структуру объек-
тов, но и анализировать их состояние без ущерба для целостности. Эффек-
тивность этих методов зависит от разработки алгоритмов обработки полу-
ченных данных, что позволяет точно интерпретировать результаты диагно-
стики и принимать обоснованные решения. Наиболее актуальные методы ис-
следований базируются на одном принципе – неинвазивность. Неинвазив-
ность в диагностике – это принцип, согласно которому диагностические про-
цедуры должны проводиться без нарушения целостности объекта. Этот под-
ход позволяет минимизировать риски осложнений и болезненных ощущений 
для пациента, а также обеспечивает большую безопасность и комфорт во 
время обследования. 

Следует отметить, что когда речь идет о медицинской диагностике, на 
используемые способы измерения накладываются дополнительные ограниче-
ния, связанные с выбором безопасных частот излучения. Безопасные частоты 
излучения используются, чтобы минимизировать возможные побочные эф-
фекты или осложнения для пациента. Для этого ограничивают мощность и 
длительность импульсов излучения.  

В электродинамике задачи, определяющие значения неоднородностей  
в различных объектах, называют обратными задачами. Для решения обрат-
ных задач используются различные методы и подходы, включая методы ре-
гуляризации некорректных задач и численные методы решения краевых за-
дач и многомерных интегральных уравнений. Обратные задачи в электроди-
намике относятся к классу некорректных и нелинейных задач, что значитель-
но затрудняет их решение. Некорректность задач связана с тем, что малые 
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изменения исходных данных могут привести к значительным отклонениям  
в результатах решения. Нелинейность же обусловлена сложными зависимо-
стями между искомыми параметрами и входными данными. Сложность ре-
шения некорректных и нелинейных задач заключается в том, что они не-
устойчивы к малым возмущениям и требуют применения специальных мето-
дов для стабилизации и уточнения результатов. Для решения некорректных  
и нелинейных обратных задач используются различные методы, такие как 
метод регуляризации Тихонова, метод минимизации функционала ошибки, 
метод градиентного спуска и другие. Применение этих методов позволяет 
улучшить качество и точность решения задач, учитывая их некорректность и 
нелинейность. 

Первые попытки решения обратных задач электродинамики были свя-
заны с разработкой простых итерационных методов. Этот подход имеет свои 
достоинства и недостатки. Преимущества итерационных методов заключают-
ся в их простоте и возможности получения приближенных решений. Однако 
такие методы могут быть медленными и неустойчивыми к шумам и погреш-
ностям в исходных данных. Это может приводить к потере точности и непра-
вильным результатам. Для улучшения качества и скорости решения обратных 
задач электродинамики были разработаны более сложные методы, такие как 
методы регуляризации. Эти методы позволяют учитывать некорректность и 
нелинейность задач, а также повышать устойчивость и точность решений. 

В работе описывается численный метод решения обратной задачи с ис-
пользованием нейронных сетей. В современном мире растет потребность  
в эффективных методах решения таких задач. Новые подходы, например 
применение нейронных сетей, могут улучшить диагностику, обеспечивая бо-
лее точные и быстрые результаты. Новые математические алгоритмы позво-
лят проводить диагностику с использованием более доступного оборудова-
ния, повышать точность измерений и снижать риск возможных осложнений 
для пациентов. Это особенно важно в случаях, когда речь идет о диагностике 
заболеваний на ранних стадиях или обследовании групп риска. 

Разработка таких алгоритмов может включать использование методов 
машинного обучения, анализа больших объемов данных и создание специа-
лизированных программных продуктов. Это поможет автоматизировать про-
цесс диагностики, сделать его более быстрым и точным, а также снизить вли-
яние человеческого фактора на результаты исследований. 

Применение новых математических алгоритмов в медицинской диагно-
стике позволит существенно улучшить качество оказания медицинской по-
мощи, повысить уровень здоровья населения и снизить экономические затра-
ты на здравоохранение. 

В настоящее время предприняты многочисленные попытки решения 
обратных задач дифракции на экранах и телах, которые хорошо изложены  
в работах отечественных и зарубежных исследователей [1–16]. 

1. Постановка задачи 
Обратная задача дифракции решается в два этапа. Первый этап – это 

сбор данных о значениях поля в определенных точках вy  ближней зоны. 
Второй этап – это измерение значений рассеянного поля в заранее выбранных 
точках и восстановление структуры объекта с использованием специальных 
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алгоритмов. Как правило, для нахождения значений поля в точках использу-
ется специальная высокоточная измерительная аппаратура или производится 
моделирование значений поля в выбранных точках вy  ближней зоны.  

Для моделирования значений поля в точках необходимо решить пря-
мую задачу дифракции на объекте Q . Проблема распространения скалярного 

поля 0U  на двумерном объекте Q  состоит в следующем: двумерный объект, 
расположенный в пространстве, подвергается воздействию поля, испускаемо-
го источником излучения. Поле частично отражается от поверхности тела,  
а частично рассеивается внутри него. Требуется определить значение полного 
поля U  на рассматриваемом объекте. Такие задачи по определению поля 
называются прямыми. 

 

 
Рис. 1. Задача дифракции на теле 

 
Прямая задача может быть выражена через интегральное уравнение Лип-

пмана – Швингера вида 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )0 2 2
0, ,

Q
f u x G x yx k y k u y d= + − Ω   (1) 

где ( )(1)
00( , )G x y H k x y= −  – функции Ханкеля 

Справедливы утверждения о непрерывной обратимости, единственности 
решения и фредгольмовости оператора интегрального уравнения (1) [2–7]. 

Применение идентификационных подходов в задачах дифракции в во-
просах медицинской диагностики возможно только с использованием неинва-
зивных методов. Рассмотрим вопрос о выборе точек наблюдения при исследо-
вании объекта. Необходимо отметить, что плохой выбор точек может оказать 
существенное влияние на результаты диагностики. Точки наблюдения должны 
быть расположены достаточно близко к исследуемому объекту и по возможно-
сти покрывать равномерно тело со всех сторон. Однако личный опыт исследо-
вания задачи показал, что источник излучения следует слегка удалить от точек 
наблюдения, чтобы не происходило так называемой засветки сенсоров. Будем 
располагать данные точки равномерно вдоль границ исследуемого объекта на 
небольшом расстоянии друг от друга в несколько слоев. В качестве падающего 
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излучения используется волна, распространяющаяся от точечного источника.  
В такой постановке задачи возможно применение двухшагового алгоритма для 
идентификации неоднородностей. 

 

 
Рис. 2. Объект, источник излучения и точки наблюдения 

 
Разобьем объект плоской формы на ячейки ,iΠ  ( )1 2,i i i= . Введем допу-

щение, что параметры неоднородности внутри каждой ячейки не меняются 
( ) ik x k= . Применим двухшаговый алгоритм. 

1. На первом шаге рассчитываются значения тока ( )J y  на основе значе-
ний поля ( )вu y , измеренные в точках наблюдения вy : 

 ( ) ( ) ( ) ( ),в в вQ
u y f G x y xy J dx− =  . (2) 

Уравнение (2) является самой сложной частью двухшагового метода, по-
скольку является уравнением 1-го рода. Система линейных алгебраических 
уравнений, получаемая в результате решения интегрального уравнения (7), яв-
ляется плохообусловленной, что приводит к сильно зашумленным восстанов-
ленным данным. 

2. На втором шаге пересчитываем значение параметров неоднородности 
( )k y , используя значение ( )J y : 

( ) ( )
2 2

0
( )( )

( ) ,
Q в

J yk y k
f y G x y J x dx

− =
+ 

.  

Применение различных методов регуляризации и алгоритмов предобу-
словливания матриц в некоторых случаях понижает число обусловленности. 
Однако данный подход не является универсальным. Поэтому наряду с пред-
ложенным в работе методом используются нейронные сети. 

2. Применение нейросетевого подхода к задаче фильтрации 
Далее рассмотрим задачу фильтрации для двухшагового алгоритма  

с помощью нейронных сетей. В процессе восстановления значений волновой 
функции будем производить процесс фильтрации. Пусть 
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 ,z x y= +   

где z  – зашумленные данные, представленные суммой истинных данных x  и 
некоторого шума y . Большинство методов пытаются как можно ближе ап-
проксимировать x , используя z .  

Для решения задачи будем использовать модель сверточнго автоэнко-
дера. Также введем функцию ошибки восстановления от истинных и обрабо-
танных моделью данных:  

 ( )( )( ) ( )( ) 2
,L x g f x x g f x= −  .  

Автоэнкодер – это нейронная сеть, предназначенная для того, чтобы, 
сжимая размерность входных данных, максимально точно восстанавливать 
их на выходе. При этом данные сжимаются в скрытое (latent-space) простран-
ство, которое затем используется для восстановления исходного изображения:  

 ( ) ( ) [ ], 0,1 dh f x Wx b h= = φ + ∈ , (3) 

где φ  – любая нелинейная функция. 
Конечное состояние является результатом многократного применения 

преобразования (3) с различными параметрами. Часть модели, выполняющая 
такое преобразование, называется энкодером.  

Далее к h  применяется преобразование, приводящее его к изначальной 
размерности 

 ( )g W h bφ ′ ′= + . (4) 

Автоэнкодер используется в различных задачах компьютерного зрения, 
таких как классификация изображений, генеративное моделирование, обнару-
жение лиц и т.д. 

Шумоподавляющий автоэнкодер – это стохастическое обобщение клас-
сического автоэнкодера, применяемое для восстановления данных, исходя из 
их зашумленного представления. Эти модели могут быть интегрированы  
в состав более сложных систем. 

Сверточные автоэнкодеры основаны на концепции классических авто-
энкодеров, но вместо обычных преобразований используют сверточные слои 
нейронной сети.  

Под операцией свертки понимается следующее матричное преобразо-
вание: 

 ( )( )ij mn i m j n
m n

y w x b+ += ⋅ + , (5) 

где ijy  – матрица на выходе слоя (карта признаков); mnw  – параметр (фильтр) 
слоя; ( )( )i m j nx + +  – входные данные; b  – свободный параметр. 

По сравнению с классическими автоэнкодерами сверточные автоэнко-
деры лучше подходят для обработки изображений, так как они используют 
все возможности сверточных нейронных сетей для эффективного использо-
вания структуры изображения (матрицы). Пример такой модели представлен 
на рис. 3. 
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Рис 3. Пример архитектуры сверточного автоэнкодера 

 
В процессе обучения модель анализирует признаки различных изображе-

ний на конкретные точки в латентном пространстве, отделяя несоответствия 
или шум, присутствующие во входных данных.  

Базовая архитектура автоэнкодера обычно состоит из двух частей: коди-
ровщика, который отображает входные данные в латентное пространство, и де-
кодировщика, который декодирует точки в латентном пространстве для восста-
новления входных данных. Вместо простого дублирования входных данных ав-
тоэнкодер предназначен для разложения и последующего восстановления 
входных данных с целью научиться распознавать только важные части данных. 

Параметры модели, описанные в формулах (10) и (11) { }, , ', 'W B W B , оп-
тимизированы для минимизации ошибки восстановления. Этого можно достичь 
с использованием различных функций потерь, например среднеквадратичной 
ошибки или кросс-энтропии. 

Таким образом, модель имеет особенности распределения восстанавли-
ваемых данных ( )|recp x x  из оценок пар тренировочной выборки ( ),x x : 

1. Генерация примера x  из тренировочного датасета. 
2. Генерация зашумленного варианта x  из ( )|С x x x= . 
3. Оценка вероятностного распределения ( ) ( )| |rec decoderp x x p x h= . 
Для задачи были сгенерированы обучающая и тестовая выборки из 

10 000 задач. Количество, форма, размер и значение параметров неоднород-
ностей в рамках заданных границ генерировались случайно. 

Затем в полученный вектор вносился «белый» шум порядка (20, 30,  
50 %). Данные сохранялись и затем использовались при обучении и тестиро-
вании модели (рис. 4). 

Рассмотрим задачу со следующими начальными данными неоднородо-
стей: квадрат со стороной 15 см, частота падающего поля 0,3 Ггц (рис. 4). 
Решим прямую и обратную задачи с внесением 40 % белого шума в ток J , 
получим значения волновой функции (рис. 5). 

Проведем процедуру фильтрации с помощью модели нейронной сети. 
На рис. 6 представлено решение обратной задачи для рассматриваемой 

фигуры квадрат со стороной 15 см (рис. 4). Как видно из графиков, восста-
новление значительно улучшается при использовании модели нейронной се-
ти для подавления шума в токе. Данная модель эффективна при работе с вы-
сокими уровнями шума.  
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Рис. 4. Заданные волновые параметры 

исходного объекта 
Рис. 5. Восстановленные значения  

волновой функции с шумом 
 

  
а) б) 

Рис. 6. Сравнение эффективности модели фильтрации:  
а – без фильтрации; б – с фильтрацией 

3. Использование различных методов фильтрации сигнала 
В предыдущем эксперименте модуль разности исходных и зашумлен-

ных данных является большой величиной. Со снижением уровня шума 
уменьшается эффективность работы градиентных методов. Для устранения 
данной проблемы переведем входные данные в частотный диапазон, исполь-
зуя двумерное преобразование Фурье, где и будем производить фильтрацию. 

Внесем небольшую погрешность порядка 0,1 % в измеренные данные 
вy  и применим преобразование Фурье. Процесс обучения нейросетевой мо-

дели аналогичен описанному выше. Будем аппроксимировать моделью уро-
вень шума после предобработки двумерным преобразованием Фурье.  

Прямым двумерным преобразованием Фурье называется функция: 

 ( ) ( )1 1 2 2
1 2 1 2 1 2( , ) , i x xg f x x e dx dx

∞ ∞
− λ + λ

−∞−∞

λ λ =   .  (6) 

Обратное двумерное преобразование: 
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 ( )
( )

( )1 1 2 2
1 2 1 2 1 22

1, ( , )
2

i x xf x x g e d d
∞ ∞

λ + λ

−∞−∞

= λ λ λ λ
π   .  (7) 

После применения преобразования (6) значение данных в частотном 
диапазоне не является малой величиной, в связи с чем возможно эффектив-
ное применение градиентных методов для фильтрации данных. 

Определен следующий порядок преобразований для входных данных: 
исходный вектор вy  разбивается на действительную и мнимую части  
(рис. 7–10). Для каждой из частей производится обучение модели на трени-
ровочной выборке.  

 

 
а) б) 

Рис. 7. Преобразование Фурье от действительной части вy  
 

 
а) б) 

Рис. 8. Преобразование Фурье от мнимой части вy  
 
На этапе использования обученной модели применяется обратное пре-

образование (7). 
В результате фильтрации уровень шумов удается снизить на один по-

рядок. 
На основе преобразования Фурье можно использовать иные методы,  

не связанные с машинным обучением. Существуют различные алгоритмы, 
такие как рекурсивный алгоритм среднего, алгоритм экспоненциально-
взвешенного среднего, алгоритм пятиточечной скользящей средней. Однако 
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эти алгоритмы не дают достаточного в рамках задачи результата. Методы 
фильтрации с помощью преобразования Фурье, основанные на введении ве-
совых функций (Ханна, Хемминга, Кайзера и др.) работают более эффективно.  

 

 
а) б) 

Рис. 9. Исходные (а) и восстановленные (б) значения действительной части вy  
 

 
а) б) 

Рис. 10. Исходные (а) и восстановленные (б) значения мнимой части вy  
 
Пример восстановления синусоидального сигнала с использованием 

преобразования Фурье представлен на графиках (рис. 11, 12).  
 

 
Рис. 11. Исходные (а) и зашумленный (б) сигналы 
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Рис. 12. Восстановленный сигнал 

 
Однако и данные методы не являются эффективными для рассматрива-

емой задачи. Поэтому предлагается использовать алгоритмы усреднения, ос-
нованные на воздействии двух видов погрешности. Первая представляет со-
бой белый шум, вторая является системной погрешностью и моделирует фо-
новое воздействие на входные данные. При работе с выборкой из 100 значе-
ний вy  удается эффективно восстановить неоднородности при уровне си-
стемной погрешности около 1 % и погрешности белого шума 0,01 %. 

Рисунок 13 демонстрирует хорошее качество восстановления значения 
модуля решения уравнения (4). Однако в восстановленных данных появляет-
ся незначительное отклонение в виде новых несуществующих неоднородно-
стей. Данные неоднородности называются артефактами. Они легко убирают-
ся путем проведения дополнительных измерений на других частотах. При 
разработке методов медицинской диагностики зачастую стоит задача заподо-
зрить заболевание на ранней стадии, когда опухоль не превышает определен-
ного размера. Полученные результаты показывают, что с данной задачей ал-
горитм справляется. 

 

 
Рис. 13. Восстановленные значения модуля решения интегрального уравнения (4) 

Заключение 
В работе рассмотрена проблема восстановления структуры объекта. 

Рассматриваемая задача представляет собой большой интерес в медицинской 
диагностике. В работе предложены алгоритмы, позволяющие восстанавли-
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вать структуру объекта. Рассматриваемая задача является некорректной, по-
этому предлагается использовать различные методы фильтрации данных. Ал-
горитм фильтрации основан на применении нейронных сетей. При обучении 
использовались модели сверточного автоэнкодера. Полученные графические 
результаты позволяют утверждать, что предложенные в работе алгоритмы 
эффективно восстанавливают структуру объекта при различных уровнях шу-
ма в данных.  
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